Intégrale de la gaussienne via les rési-
dus

[J’ai piqué le développement de Owen sur Agreg-maths]

J et dt = /1
R

def s . . . _ .2
Posons a = /me'% une racine carrée de im, g: z+— 1 +e72%% et f: 2+ e % /g(z). Pour tout z € C,

—3dkeZ: —2az =im+ 2ikm
< 3keZ: +2az = (2k + 1)ir
2k + 1)imr 2k + 1l)ima  (2k+ L) _

—JkeZ: z= = =
€ & 2a aa 2 v

2 1
<=>ze{ k; a : keZ}

Pour tout z € C,

g(a + Z) =1+ e—2a(a+z) -1+ e—2a2€—2az =1+ e—21’7re—2az =1+ e—2az _ g(z)

donc :
() — flatz) = ZE:) ~ Z(::a;; _ e—2 _ eg(i)ea2ezaz _ o7’ Jrge(zjemz _ 82212232)2,12 _ e—z2
Considérons le lacet v suivant :
) in/7/2 v
y D i
—M > M

FIGURE 6.1 — Chemin pour intégrer

On note D l'intérieur de ce lacet. Remarquons que V k € Z,

2k

2% + 1 +1 1 T +1
=<4z e=0< <le=k=0
2 ﬁﬁ \/; 2

2

2 1 2
aeD:»OgIm( k+ a>= i

donc le seul pole de f dans D est a/2, donc d’aprés le théoréme des résidus,
J f = 2imResyf(a/2)
.
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Intégrale de la gaussienne via les résidus

Or g est holomorphe sur C, donc analytique, et Vn € IN*, ¢ (2) = (—2a)"e~2%* donc ¢(™ (a/2) = —(—2a)",

donc :
o= s+ 5 S o303 2 (g

n=1 n=1

= 2a (2—%) + (z—g)zh(z)

(avec h continue) donc :

22 _a” i .
a 22— 5 e * e s e 1 —1

(=370 = e e e vt e

On en déduit que 2imResf(a/2) = 2im 2{ = /7.

Reste a traiter 'intégrale de chemin. Pour cela, on paramétre les quarte cétés du rectangle :

Lf:JA;f(t) dt+f0 ﬂ/2z'f(M+tz‘) dtfjwf(wri\/z) dthif(MHi) dt

L7, () L (M) L7, (M) L7, (M)

(Remarque : les quatre items suivants pewvent ne pas étre présentés au tableau, d’une part parce qu’ils ne sont
pas tres intéressants, et d’autre part parce que la preuve serait trop longue sinon. On peut néanmoins présenter
le premier point qui justifie hypothése M > +/7.)
Supposons que M > /7.

» Il existe o > 0 ne dépendant pas de M tel que Vt e ]0, g[, |g(M +it)| = « : en effet,

|g(M + Zt)| >1— ‘ef2a(M+it) —1- 672M\/E/\/§72tﬁ/\/§ >1— e*\/ﬁ(Mft)

>1—e VIWIVI2) g _emn(V2-1) 5 g
» Quitte & réduire «, on peut également montrer que Vi € ] g[ —M+it)| = «

» Il existe 8 > 0 ne dépendant pas de M tel que Vit e R, |g(t)] = |g(t +a)| = B : en effet,

gt +a) = g(t) = 1+ e 200 =1 4 V2D _ | 4 = V2mlemiv2mt

» Si |v2nt| < 7/2, alors : |g(t)] = |Re(g(t))] = |1+ e V2™ cos(V27t) | > 1> 0
0
=

» Sinon, [g(t)] = |1 + e V2T le= V21| > ||1| — |e= V2Tl V2T || > |1 — e V27| > |1 — e*™/2| > 0

Grace aux deux premiers points, on peut majorer les intégrandes de I (M) et I4(M) par une fonction intégrable
sur 0, +/7/2[, donc d’aprés le théoréme de convergence dominée, Mlim IL(M) = Mlim I,(M)=0.
—+0 -+

Grace au dernier point, on peut passer I; (M) et Is(M) a la limite quand M — +00 sans souci (note : il faut
prendre quelque précautions, car Is(M) intégre une fonction dont la variable est complexe). Finalement,

V= lim I(M) ~ I(M) + (M) — Is(M)

“m [ oa-[r(eenf3)

M—y/m/2
=J £(1) dt—J- fE+a)dt  (x)
R —M—y/7/2
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Intégrale de la gaussienne via les résidus

=J F(t) — f(t +a) dt
R

—J et dt
R

((#) : on effectue le changement de variable v = ¢t — 4/7/2, qui donne ¢ + i/7/2 = u + (1 + i)\/7/2 =
u+ /274 /1)2 = uy/met ™t = u + a.) O

» Recasages : 236 (Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales), 245 (Fonction d’une
variable complexe. Applications.)
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